
Πρότυπο Γενικό Λύκειο Ευαγγελικής Σχολής Σμύρνης

Πράξεις και ιδιότητες πραγματικών αριθμών .

1 Εισαγωγή - Οδηγίες

Οι ασκήσεις είναι κατηγοριοποιημένες ανάλογα με το βαθμό δυσκολίας τους. Μία

άσκηση που δεν είναι επισημασμένη είναι μία απλή εφαρμογή της θεωρίας. Οι

ασκήσεις που φέρουν * απαιτούν προσοχή στις πράξεις. Οι ασκήσεις που φέρουν

** απαιτούν περισσότερη προσοχή και βαθύτερη εννοιολογική κατανόηση, ενώ οι

ασκήσεις με *** κρύβουν μία ιδιαίτερη ιδέα ή απαιτούν σειρά συλλογισμών.

2 Θεωρία

Θεώρημα 1 (Θεώρημα Rolle). Αν για μία συνάρτηση f ισχύουν:

• Συνεχής στο κλειστό διάστημα [a, b]

• Παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (a, b)

• f(a) = f(b)

τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (a, b) ώστε f ′(ξ) = 0.

2.1 Γεωμετρική ερμηνεία

Το θεώρημα Rolle γεωμετρικά αντιστοιχεί στην εξασφάλιση της ύπαρξης μίας εφα-
πτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f , στο εσωτερικό του κλει-
στού διατήματος στο οποίο είναι συνεχής η συνάρτηση, παράλληλης στον άξονα

x′x. Στην ουσία βέβαια εξασφαλίζει την ύπαρξη μίας εφαπτομένης παράλληλης
στην τέμνουσα (a, f(a)), (b, f(b)) η οποία είναι παράλληλη στον x′x.
Διερεύνηση του θεωρήματος εδώ

2.2 Απόδειξη

Μία απόδειξη του θεωρήματος Rolle, η οποία είναι εκτός εξετασταίας ύλης αλλά
μπορεί να γίνει με τα θεωρήματα του βιβλίου, χρησιμοποιεί το Θεώρημα Fermat.
Εφόσον, η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα [a, b] από το θεώρημα Μέγι-

στης και Ελάχιστης τιμής θα λαμβάνει σε αυτό το διάστημα μέγιστη και ελάχι-

στη τιμή. Εφόσον f(a) = f(b) είτε η f είναι σταθερή, οπότε θα ισχύει ότι
f ′(x) = 0,∀x ∈ [a, b], είτε η f όχι σταθερή, οπότε λαμβάνει μία τουλάχιστον
από τις μέγιστη ή ελάχιστη τιμή στο εσωτερικό του (a, b) για παράδειγμα στο
x0 ∈ (a, b), οπότε από θεώρημα Fermat θα ισχύει ότι f ′(x0) = 0, που είναι το
ζητούμενο.

2.3 Παρατηρήσεις

Καμία από τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle δεν μπορεί να παραληφθεί. ΄Ομως
είναι δυνατόν να αποδειχθεί το αποτέλεσμα του θεωρήματος και για συνάρτηση

ορισμένη στο (a, b), αν τα όρια lim
x→a+

f(x) = lim
x→b−

f(x).

Η ύπαρξη ενός αριθμού ξ ώστε f ′(ξ) = 0 ισοδυναμεί με το ότι έχουμε μία
ρίζα της παραγώγου ή ότι η εφαπτομένη στο σημείο με τετμημένη ξ στη γραφική
παράσταση Cf της συνάρτησης f είναι παράλληλη στον άξονα x

′x.
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2.4 Ιστορικά στοιχεία

Ο Michel Rolle [1652-1719] υπήρξε Γάλλος Μαθηματικός, ο για μεγάλο διάστημα
της ζωής του ήταν αντίθετος στο νεοαναπτυσσόμενο τότε απειροστικό λογισμό και

τον δέχθηκε μόνο προς το τέλος της ζωής του. Διατύπωσε το θεώρημα που φέρει

το όνομά του μόνο για πολυώνυμα. Η απόδειξή του στη γενική του μορφή οφε-

ίλεται στον Ossian Bonnet. Για περισσότερες λεπτομέρειες δείτε στα [Σχολικό],
[Νεγρεπόντης].

2.5 Παραδείγματα

3 Εξάσκηση

3.1 Ασκήσεις Σχολικού βιβλίου

Από το βιβλίο στην παράγραφο 2.5 δείτε τις ασκήσεις: Α ομάδα 1, Β ομάδα

1,2,3,7.

3.2 Βασικές ασκήσεις

΄Ασκηση 1 (Φ15541). Να εξεταστεί για ποιες από τις επόμενες συναρτήσεις

ισχύει το θεώρημα Rolle και να βρεθούν τα ξ που το ικανοποιούν.

i. f(x) =
√
x − 1 +

√
3 − x,x ∈ [1,3]

ii. f(x) = {
x2 + 2x + 3, x < 1
8x − 2x2, x ≥ 1

, x ∈ [−3,3]

iii. f(x) =
√
x − x

iv. f(x) = {
x ln(x), 0 < x ≤ 1

0, x = 0
, x ∈ [0,1].

΄Ασκηση 2 (Φ11141). Δίνεται η συνάρτηση f(x) = {
x2 + ax + b, −1 ≤ x < 0
cx2 + 4x + 4, 0 ≤ x ≤ 1

Να βρεθούν οι a, b, c ∈ R, ώστε η f να ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος
Rolle.

΄Ασκηση 3 (Φ115310). Δίνεται η συνάρτηση f(x) = (x − a)m(x − b)n, a <

b, m,n ∈ N. Να αποδειχθεί ότι για τη συνάρτηση f εφαρμόζεται το θεώρημα
Rolle στο [a, b] και να βρεθεί ξ ∈ (a, b) ώστε f ′(ξ) = 0.

΄Ασκηση 4 (Φ115521). Αν η εξίσωση e−x = ηµ(x) έχει ρίζες a < b, τότε να
αποδειχθεί ότι και η εξίσωση exσυν(x) + 1 = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο
διάστημα (a, b).

΄Ασκηση 5 (Φ155410). Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f και τα σημεία της
γραφικής της παράστασης A(1,−2),B(2,3),C(3,−1). Να αποδειχθεί ότι υπάρχει
ξ ∈ (1,3) τέτοιο, ώστε f ′(ξ) = 0.

Παρατήρηση 1. Μπορούμε να δείξουμε ότι μία εξίσωση έχει μοναδική ρίζα σε

ένα ανοικτό διάστημα (a, b), χρησιμοποιώντας ότι, εφόσον ικανοποιεί τις προϋπο-
θέσεις του θεωρήματος Rolle κατάλληλη συνάρτηση, τότε μπορεί να οδηγήσει σε
άτοπο η ύπαρξη περισσοτέρων της μίας ρίζας.

Παρατήρηση 2. Μπορεί να χρησιμοποιηθεί το θεώρημα Bolzano για την
απόδειξη της ύπαρξης τουλάχιστον μίας ρίζας και στη συνέχεια το θεώρημα Rolle
για την απόδειξη, με άτοπο, ότι δεν υπάρχει δεύτερη ρίζα.

΄Ασκηση 6 (Φ11152). Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση x− 1
2
ηµ(x) = 1 έχει μοναδική

ρίζα στο διάστημα (−1,2).

Παρατήρηση 3. Μπορεί να χρησιμοποιηθεί το θεώρημα Rolle περισσότερες από
μία φορές για την εξασφάλιση ρίζας της δεύτερης παραγώγου μίας συνάρτησης.
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΄Ασκηση 7 (Φ15545). Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f στο [−a, a], a > 0, η
οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύει ότι f(−a) = f(a) = f(0). Να
αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (−a, a), ώστε να ισχύει f ′′(ξ) = 0.

Παρατήρηση 4. Αν για μία συνάρτηση δεν μπορούμε να δείξουμε την ύπαρξη

ρίζας της σε κάποιο διάστημα είτε με το θεώρημα bolzano είτε με την εύρεση
του συνόλου τιμών της, τότε ίσως μπορεί να φανεί χρήσιμο το θεώρημα Rolle,
εφόσον εφαρμοστεί σε κατάλληλη βοηθητική συνάρτηση g, για την οποία ισχύει
ότι g′(x) = f(x) στο ζητούμενο διάστημα. Χαρακτηριστικό παράδειγμα τέτοιας
άσκησης είναι στο [Σχολικό] βιβλίο η άσκηση Β ομάδας 1.

΄Ασκηση 8. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση: 2x − π2

4
ηµ(x) = 0 έχει τουλάχιστον

μία ρίζα στο (0, π
2
).

Παρατήρηση 5. Με κατάλληλη εφαρμογή του θεωρήματος Rolle είναι δυνατόν
να προκύψουν κατάλληλες σχέσεις που συνδέουν τη συνάρτηση f με την παράγωγό
της f ′.

΄Ασκηση 9 (Φ15544). Δίνεται η συνάρτηση g(x) = exf(x), η οποία είναι παρα-
γωγίσιμη στο R με f(0) = f(3) = 0. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (0,3), ώστε
να ισχύει f ′(ξ) + f(ξ) = 0.

Παρατήρηση 6. Βασικές σχέσεις με τη συνάρτηση και την παράγωγό της μπο-

ρούν να προκύψουν με εφαρμογή του θεωρήματος Rolle σε κατάλληλη (βοη-
θητική) συνάρτηση.

΄Ασκηση 10 (Φ115734). Δίνεται η συνεχής στο [1,2] συνάρτηση f , η οποία
είναι και παραγωγίσιμη στο (1,2), ώστε να ισχύει f(2) − f(1) = 3 − ln(2). Να
αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (1,2), ώστε να ισχύει η σχέση: ξf ′(ξ) + 1 = 2ξ2.

΄Ασκηση 11 (Φ115735). Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο [0, 1
2
],

ώστε f(0) = 0. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1
2
), ώστε να ισχύει η σχέση:

(1 − 2ξ)f ′(ξ) = 2f(ξ).

΄Ασκηση 12 (Φ11573). Δίνεται η συνάρτηση f , συνεχής στο [0,1] και παρα-
γωγίσιμη στο (0,1), ώστε να ισχύει f(0) = 2f(1). Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση
f ′(x) = − 2x

x2+1f(x) έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (0,1).

΄Ασκηση 13 (Φ115737). Δίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [0,1] με
συνεχή παράγωγο. Αν ισχύουν f ′(0) > 0, f(1) = 2 + f(0), τότε να αποδειχθούν τα
εξής:

i. Υπαρχει ξ ∈ (0,1), ώστε f ′(ξ) = 4ξ.

ii. Υπάρχει ξ1 ∈ (0,1), ώστε f ′(ξ1) = 5ξ1.

΄Ασκηση 14 (Φ15551). Αν f, g συνεχείς συναρτήσεις στο [a, b] και παραγωγίσι-

μες στο (a, b), ώστε να ισχύει f(a)
g(a) =

f(b)
g(b) , τότε να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b)

ώστε να ισχύει
f ′(ξ)
g′(ξ) =

f(ξ)
g(ξ) .

΄Ασκηση 15 (Φ15553). Δίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιμη με f(1) = 1. Να
αποδειχθεί ότι υπαρχει ξ > 0 τέτοιο, ώστε: ξf ′(ξ) + f(ξ) = 2ξ.

΄Ασκηση 16 (Φ15561). Δίνεται η συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο
[a, b], με f ′(x) ≠ 0,∀x ∈ [a, b], ώστε να ισχύει f(a)f ′(b) = f(b)f ′(a). Να
αποδειχθεί ότι:

i. Η f είναι αντιστρέψιμη.

ii. Υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ)f ′′(ξ) = (f ′(ξ))2.
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3.3 Επιπλέον εξάσκηση

΄Ασκηση 17 (Φ11525). Δίνεται η συνάρτηση f(x) = {
ηµ(x), x ≤ 0
ax2 + bx, x > 0

i. Να βρεθούν οι τιμές των a, b ∈ R για τις οποίες η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις
του θεωρήματος Rolle στο διάστημα [−π,1].

ii. Να βρεθούν όλες οι τιμές ξ ∈ (−π,1) για τις οποίες ισχύει f ′(ξ) = 0.

iii. Να ερμηνευτεί γεωμετρικά το αποτέλεσμα.

΄Ασκηση 18 (Φ11537). Δίνεται η συνάρτηση f(x) = (x2 + x)συν(x).

i. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα σε καθένα
από τα διαστήματα (−2,1), (1,2).

ii. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση (2x + 1)συν(x) = (x2 + x)ηµ(x) έχει τουλάχι-
στον μία ρίζα στο διάστημα (−2,2).

΄Ασκηση 19 ([Μαυρογιάννης] 722). Να αποδειχθεί ότι αν δύο συναρτήσεις ικα-

νοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα [a, b] και δεν έχουν
παράλληλες εφαπτομένες, τότε θα έχουν τουλάχιστον μία κοινή εφαπτομένη.

΄Ασκηση 20 (Φ115633). Δίνεται η συνάρτηση f , η οποία είναι παραγωγίσιμη
στο [1,2] και ισχύει ότι f(2)−f(1) = ln(2). Να αποδειχθεί ότι υπάρχει τουλάχιστον

ένα ξ ∈ (1,2), ώστε: f ′(ξ) = 2ξ2−3ξ+1
ξ
.

΄Ασκηση 21 ([Μαυρογιάννης], 723). Θεωρούμε στο επίπεδο τα σημεία M(x, y)
οι συντεταγμένες των οποίων ικανοποιούν τη σχέση: (y + 1)3 = x2.

i. Να αποδειχθεί ότι η παραπάνω σχέση ορίζει μία συνάρτηση y = f(x), της
οποίας να βρεθεί ο τύπος.

ii. Να βρεθεί σε ποια σημεία παραγωγίζεται η f .

iii. Στα άκρα κάθε διαστήματος της μορφής [−a, a] η f παίρνει ίσες τιμές. Εν-
τούτοις δεν έχει εφαπτομένη παράλληλη στον x′x. Είναι αληθές αυτό; Γιατί;
΄Ερχεται σε αντίθεση με το θεώρημα Rolle;

΄Ασκηση 22 (Φ15579). Δίνεται η συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο
R, ώστε f ′′(x) ≠ 0. Να αποδειχθεί ότι η f(x) = 0 έχει το πολύ δύο ρίζες.

΄Ασκηση 23 (Φ15563). Δίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [a, b], ώστε
να ισχύει f(a) = f(b) = 0 και f ′′(x) ≠ 0. Να αποδειχθεί ότι:

i. Υπάρχει μοναδικό ξ ∈ (a, b), ώστε ξf ′(ξ) = f(ξ).

ii. Υπάρχει σημείο της γραφικής παράστασης της f στο οποίο η εφαπτομένη
διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

΄Ασκηση 24 (Φ155715). Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = x, g(x) = ηµ(2x).
Να αποδειχθεί ότι οι γραφικές τους παραστάσεις τέμνονται σε μοναδικό σημείο

ξ ∈ (π
4
, π
3
).

΄Ασκηση 25 (Φ15577). Να εξεταστεί αν υπάρχει a ∈ R, ώστε η εξίσωση x4 +
5x + ln(x) + a = 0 να έχει δύο ρίζες στο (1, e).

΄Ασκηση 26. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει η
σχέση f2(ex) + 1 ≤ 2f(ex − x + 1). Να αποδειχθεί όιτ υπάρχει ξ ∈ (1, e) τέτοιο,
ώστε η εφαπτόμενη ευθεία της Cf στο σημείο M(ξ, f(ξ)) να είναι παράλληλη
στον άξονα x′x.
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3.4 Θέματα Εξετάσεων

΄Ασκηση 27. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = (x − 2) ln(x) + x − 3, x > 0.

i. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες.

ii. Αν x1, x2είναι οι ρίζες του προηγούμενου ερωτήματος με x1 < x2 να αποδει-
χθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (x1, x2), ώστε ξf

′(ξ) − f(ξ) = 0.

iii. Να αποδειχθεί ότι η εφαπτόμενη ευθεία της Cf στο σημείο M(ξ, f(ξ)) δι-
έρχεται από την αρχή των αξόνων.

΄Ασκηση 28. Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f ∶ [0,2] → R για
την οποία ισχύουν οι σχέσεις: f ′(0) = 2f(0), f ′(2) = 2f(2) + 12e4. Να αποδειχθεί
ότι:

i. Η συνάρτηση g(x) = 3x2 − f ′(x)−2f(x)
e2x

ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεω-

ρήματος Rolle στο διάστημα [0,2].

ii. υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (0,2) ώστε να ισχύει f ′′(ξ) + 4f(ξ) = 6ξe2ξ + 4f ′(ξ).

΄Ασκηση 29. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2x+x2−2x−1, x ∈ R. Να αποδειχθεί
ότι:

i. Η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες τις x1 = 0, x2 = 1.

ii. υπάρχει ακριβώς ένα x0 ∈ R τέτοιο, ώστε η εφαπτόμενη ευθεία της Cf στο
σημείο A(x0, f(x0)) να είναι παράλληλη στον άξονα x

′x.

΄Ασκηση 30. Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f ∶ R → R που
ικανοποιεί τις σχέσεις: f(1) = f ′(0), lim

x→0

f(x)+ηµ(x)
x2−x = 2 και f ′′(x) > −2,∀x ∈ R.

i. Να αποδειχθεί ότι f(0) = 0, f(1) = −3.

ii. Να βρεθεί η τιμή του a ∈ R για την οποία η συνάρτηση g(x) = f(x) =

a(x + 1)2 ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα
[0,1].

iii. Για a = 1 να αποδειχθεί ότι υπάρχει μοναδικό σημείο ξ ∈ (0,1) τέτοιο, ώστε:
f ′(ξ) = −2(ξ + 1).
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